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Jtlerr Picard hat im 90. Bande des Journals von Borchardt lineare, 
homogene Differentialgleichungen untersucht, deren Koefficienten doppelt- 
periodische Funktionen sind. Nennt man die Perioden 22Tund 22T«, so 
b zeigt Herr Picard, dass, unter der Voraussetzung eines eindeutigen 

Integrals, der Differentialgleichung 

— ™ + Pi — ^r~ r + ••• + »« « -j- + p m y = 0, 

mindestens durch eines, im Allgemeinen aber durch m Integrale genügt 
wird, welche die Eigenschaft besitzen, dass 

? fl (^ + 2X)= p, fl ?fl (a), 9 a (x + 2 JST'i) = p;<p fl (*), 

wo jjl ä und y! konstante Grössen sind. Nach Hermite's Vorgang nennt 
man solche Funktionen doppelt -periodische Funktionen zweiter Art. 
Durch eine kleine Modifikation des Picard'schen Beweises wird es uns 
möglich werden, die Anzahl der vorhandenen doppelt -periodischen Inte- 
grale zweiter Art näher zu bestimmen und zwei merkwürdige Eigen- 
schaften aller Integrale solcher Differentialgleichungen zu erkennen. 

Wir werden im Folgenden zunächst die allgemeinen Differential- 
gleichungen zweiter und m ter Ordnung mit doppelt -periodischen Koeffi- 
cienten betrachten. Sodann, zu den Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung zurückkehrend, werden wir von diesem allgemeineren Standpunkte 
aus durch eine naturgemässe Forderung auf die Lame'sche Differential- 
gleichung geführt werden, und diese durch eine neue, sehr einfache 
Methode vollständig integrieren. Dieselbe Methode wird uns schliesslich 
dazu dienen, auch die Picard' sehe Differentialgleichung zu behandeln 
und ihre Integrale in derselben Form, wie die der Lame^schen, her- 
zustellen. 
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I. 

Es seien in der Differentialgleichung 

p(x) und q(x) doppelt-periodische Funktionen mit den Perioden 2 HC und 

2K'i und y = /"(#) ein eindeutiges Integral; dann ist, da durch die 

Substitution 

x , = x + 2nK + 2n'K'i 

(n und n' seien ganze Zahlen) die Gleichung 1) übergeht in 

fix') ein Integral von 1'), folglich f(x + 2nK + 2n'K'i) ein Integral 
von 1). Wir behaupten nun: Es giebt stets ein Integral von 1) <p(a?) so 
beschaffen, dass 

2) <p (x -4- 2 K) = [Jt/f {x) und <p (x -h 2 JTt) = jx'<p (#), 

welches also doppelt-periodisch zweiter Art ist. Es sei nämlich f(x) ein 
Integral, welches die eine Periode, etwa 2/f, nicht besitzt, dann bilden 
fix) und f(x -4- 2K) ein Fundamentalsystem von 1), und jedes andere 
Integral lässt sich linear, homogen und mit konstanten Kocfficienten 
durch diese Funktionen ausdrücken. Es sei 

3) f{x -f- 4J5T) = c f(x) + c x f(x + 2K). 
Ferner sei 

4) 9 (*) = a /-(tf) + oj/IC* + 2K). 
Folglich 

<p(a? + 2K) = cbai/'C«) 4- («o + c^)fix + 2 JQ. 

Soll nun $(# -f- 2ÜT) = jjup (#) sein, so muss, da eine lineare Relation 
zwischen f(x) und /*(# + 22T) nicht besteht, 

5) |xa — Cottj = und — a -h (ja — Cj) 04 = 0. 

Damit diese Gleichungen bestehen können, ohne dass 0^ = ^ = 
ist, muss 



6) 



= JJL 3 — CjfA — C = 0. 



— 1, JA— Cj 

Für jede Wurzel jjl dieser Gleichung, aber auch nur für eine solche, 
lassen sich Oq und a x und somit <p(#) bis auf einen konstanten Faktor 
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bestimmen. Je nachdem Gleichung 6) gleiche oder verschiedene Wurzeln 
hat, giebt es nur eine oder nur zwei Funktionen <p(#) mit der Eigen- 
schaft, dass 

Diese Funktionen haben aber auch die Periode 2K'i. Denn offenbar 
hat das Integral y(x-\-2K'i) die Eigenschaft, sich, wie <p(#) selbst, bei 
der Vermehrung des Argumentes um 2K mit ja zu multiplicieren; folg- 
lich lässt es sich darstellen in der Form: 

<?(x + 2 JTO = aof(x) + a x f(x + 2K\ 
wobei Oq und a x den Gleichungen 5) genügen. Es ist somit 

a = [a'oc und a t = [x'aj, 

das heisst aber nichts anderes, als 

<p(# + 2K'i) = \L'y(x). 

Demnach können bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung über- 
haupt nur folgende Fälle eintreten: 

a) Alle Integrale sind mehrdeutig. 

b) Alle Integrale sind mehrdeutig, mit Ausnahme eines ein- 
deutigen, das dann doppelt- periodisch s«in muss. Diesen Fall hat 
in jüngster Zeit Herr Bigiavi behandelt. (Atti della reale academia dei 
lincei 1889/90.) 

c) Alle Integrale sind eindeutig und doppelt-periodisch, dann müssen 
alle dieselben Multiplikatoren ja, ja' haben. 

d) Alle Integrale sind eindeutig, zwei davon doppelt-periodisch. 

e) Alle Integrale sind eindeutig, nur eines ist doppelt -periodisch. 
Zu c), d) und e) werden die unten zu besprechenden speciellen Differential- 
gleichungen Beispiele liefern. 

Da in den beiden letzten Fällen jedes zu Grunde gelegte nicht- 
periodische Integral f(x) — p. 6 — zu derselben quadratischen Gleichung 
jjl 2 — c x fx — c = führen muss, so besteht für sie alle die Relation 

f(x + ±K) = c Q f(x) + ctf(x + 2K). 

Die Eonstanten c und c t sind also für sämmtliche Integrale der 
Differentialgleichung invariant. 
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Dieses Resultat ergiebt sich auch, wenn man für beliebige 7 und 8 
ansetzt : 

F(x) = tf(x) + 8f(x + 2K) 

F{x + 2 K) = -if(x + 2K) + Ä/X* + 4 ET) 

.F(* + AK) = 7/fa + 4 K) + V(* + 6 K). 

Denn es ist 

F(a? + AK) — Cl F(« + 2K) — c JFG») = 0, 
wenn 

fix + 4 Ä) — Cj/fa + 2K) — c^/fc) = ist 

Da ferner a und 04 nur den Gleichungen 5) zu genügen hatten, so 
bleibt auch das Verhältnis — für alle Integrale invariant, folglich ist 
für jedes Integral Fix) 

ty(z) = OoFix) +• a x F(x + 2K) 

stets eine doppelt-periodische Funktion. 

Wenden wir uns nun zu der Differentialgleichung m ter Ordnung 

wo #1 • • i? m doppelt -periodische Funktionen mit den Perioden 2K und 
2K'i seien, und setzen wir voraus, dass ein eindeutiges Integral fix) 
existiert. Es sei sodann l die kleinste positive ganze Zahl, für welche 
eine Relation besteht 



2) fix+ 21K) = c fix) + cJix 4- 2K) H + c.Jix + 2?— 1JBQ. 



Da alle Funktionen fix + 2nK-\- 2n'K'i) der Differentialgleichung 
genügen, so muss eine solche Gleichung spätestens für l=m erfüllt 
sein. Um ein doppelt -periodisches Integral zweiter Art zu erhalten, 
bilden wir: 



3) <p(«) = a Q fix) + Oj/V« 4- 2K) H h a^fts + 2 J— 1 JST) 

und bestimmen die Konstanten a so, dass <p(# + 2K) = p.?(#) ist; das 
heisst, dass 



= iioo^a?) + jio 1 / , (« + 2Z) H h [M^fQc + 21 — 1K). 
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Da zwischen f(x), f(x + 2K), . . ., f{x 4- 2 l — 1 K) keine Relation 
besteht, so müssen die Grössen a , 04, . .., a l _ l folgende l linearen, 
homogenen Gleichungen erfüllen: 

|j.a — c n a, . = 

— «o + p.«! 



4) 



~ <1>«#-l 



— c i a /-i=0 



5) 



- <v 2 + G* — Vi) **-i = °- 

Sollen nun die Grössen a nicht sämmtlich verschwinden, so muss: 

JA, 0, 0, . . . , Cq 

— 1, [V ö, ..., C\ 
0? — 1, H«, ..., — c 2 

0, 0, 0,.,— l,fA-<?._i 



»*'— c M p.' * 



— Cjjx — c = 0. 



Zu jeder Wurzel dieser Gleichung, aber nur zu einer solchen, gehört, 
da die Subdeterminante des letzten Elementes nicht verschwindet, ein 
bis auf eine multiplikative Eonstante bestimmtes System von Grössen a, 
welches die Gleichungen 4) befriedigt, folglich der Funktion <p(#) die 
Periode 2 K verschafft. 

Es sei nun erstens l<m\ so bilde man, falls <p (x) die Periode 
2 Hl'?' noch nicht haben sollte, aus 



?(#), ¥ (x + 2 EU), . . . , y(x + 2 Z'— 1 JT«) 

auf analoge Weise eine Funktion ty(x), welche dann wirklich doppelt- 
periodisch zweiter Art ist. 

Ist aber zweitens J = w, dann bilden 



/•(*), f(x + 2 K), . . . , f{x + 2 w — 1 K) 

ein Fundamentalsystem, und es giebt genau so viele Funktionen y(x) 
mit der Eigenschaft, dass 

als es verschiedene Wurzeln ja der Gleichung 5) giebt. Alle diese 
Funktionen haben aber auch die Periode 2K'i; denn da das Integral 
<p(#4- 2 2Ti), ebenso wie <p(#) selbst, die Eigenschaft hat, bei der Ver- 
mehrung des Argumentes a; um 21 sich mit einer Eonstanten zu 
multiplicieren, so lässt es sich darstellen in der Form 

<p(s + 2 Ki) = aof(x) + aj(x + 2 K) H h »,_/(* + 2w — 1JT), 
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wo die Grössen a , a^ . . . , a m _ 1 sich von den Grössen a , «j, . . . , a ml 
der Gleichung 3) nur um eine multiplikative Konstante jx' unterscheiden 
können. Demnach ist 

<?(# + 2 E!i) = p.'<p (x). 

Man sieht nun leicht, dass, falls die Differentialgleichung 1) nur ein- 
deutige Integrale besitzt, zwei Fälle möglich sind. Entweder existieren 
nur eine endliche Anzahl von doppelt-periodischen Integralen, dann sind 
es höchstens w, oder die Differentialgleichung lässt unendlich viele 
doppelt-periodische Funktionen zu, dann haben mindestens zwei dieselben 
Multiplikatoren. In dem Falle, dass ein Integral f(x) existiert von der 
Beschaffenheit, dass 



f(x% f(x + 2K), . . . , f(x + 2m — 1 #) 

ein Fundamentalsystem bilden, muss offenbar jedes andere, ebenso be- 
schaffene Integral F(x) zu derselben Gleichung: 

führen, folglich gilt für alle diese Funktionen die Relation 



F(x + 2mK) = c F(x) -h c t F(x + 2K) H h c m _ t F(x +2w — 1 K), 

und für jedes der oben gefundenen Wertsysteme oq, a x , . . . , a TO _ t ist 
infolge dessen 

<K*0 = «o^(«) + a i*X# + 2 #) H \~ V-i F(x + 2m— 1 K) 

ein doppelt-periodisches Integral zweiter Art. 

Der Satz, dass . die Grössen c und a für alle Integrale invariant 
sind, gilt aber in noch grösserer Ausdehnung, z. B. stets dann, wenn 
er für ein Fundamentalsystem gilt, sowie für alle Differentialgleichungen 
zweiter und dritter Ordnung. 



ii. 

Wir kehren nun zurück zu der Differentialgleichung zweiter Ordnung: 

d?z , v dz 

cw +p(x) s +q w* =0 > 

welche wir durch die Substitution 8 — ye auf die reduzierte Form 

bringen 

1) 2 + P(*)y = 0. 
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Von dieser Differentialgleichung wollen wir nun folgenden Satz be- 
weisen. Wenn P{x) in dem Periodenparallelogramm 2 IT, 22T& nur den 
einen Pol x = K'i besitzt, und wenn die Differentialgleichung 1) ein ein- 
deutiges Integral haben soll, dann muss JP(x) = — [n(n + l)k 2 sn?x-t-h] 
sein, das heisst, die Differentialgleichung 1) ist die Lamö'sche. 

Nach dem Liouville'schen Theoreme lässt sich jede doppelt-periodische 
Funktion rational ausdrücken durch eine beliebige Funktion zweiter 
Ordnung mit denselben Perioden und ihre Ableitung. Da JP(x) die 
Perioden 2üT und 2 KU hat, ist es demnach eine rationale Funktion von 

sn 2 (x; k) und -=— sn 2 (x;k), wobei 

K C d* gl— f dz 

J j/(l - * 2 ) (1 - k 2 z 2 )' t J j/cT- z 2 ) (1 — Wz*) 

Der Voraussetzung nach hat aber P(x) nur den Pol x = A't, es 
wird also nur dann unendlich, wenn sn (#; k) unendlich wird, mithin ist 

P(x) eine ganze Funktion von sn 2 x und -5- sn 2 x. Endlich sollte die 

Differentialgleichung ein eindeutiges, folglich, nach der allgemeinen 
Theorie, auch mindestens ein doppelt-periodisches Integral zweiter Art 
besitzen. Dieses hat, wie Herr Hermite gezeigt hat, im Endlichen keine 
wesentlichen Singularitäten, es verhält sich also, nach der Aasdrucks- 
weise des Herrn Fuchs, an dem Pole x = K'i regulär. Die Bedingung 
hierfür ist bekanntlich, dass P(x) für x = K'i nur von der zweiten 
Ordnung unendlich werden darf. Somit haben wir schliesslich für P(x) 
die Form gefunden 

2) P{x) = am 2 x — h. 

Indem wir nunmehr aus der einzigen Voraussetzung, dass die 
Differentialgleichung 1) ein eindeutiges Integral besitze, die notwendigen 
Folgerungen entwickeln, werden wir zugleich die Konstante a bestimmen 
als — n(n-\- 1)& 8 , wo n eine ganze positive Zahl ist, und auf direktem 
Wege die Lamö'sche Differentialgleichung 

3) ^ - [n(n + l)k 2 sn 2 x + h]y = 

integrieren. 

Vorher will ich jedoch kurz die hauptsächlichsten Arbeiten auf 
diesem Gebiete in historischer Reihenfolge erwähnen. Zum ersten Male 
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erscheint die Differentialgleichung 3) in den berühmten Abhandlungen 
von Lamö über das Gleichgewicht der Wärme in einem Ellipsoid. Sie 
wurde darauf insbesondere von Lama selbst, Liouville und Heine sehr 
eingehend, aber nur für solche specielle Werte von h untersucht, wofür 
die Differentialgleichung ein doppelt-periodisches Integral besitzt. Ihre 
Integration für beliebige Werte von h erreichte zuerst Herr Hermite 
vermittelst seiner Darstellung der doppelt-periodischen Funktionen erster 
und zweiter Art durch die Jacobi'schen Funktionen H und 0. Noch all- 
gemeinere Resultate leitete Herr Fuchs aus seinen Untersuchungen über 
Differentialgleichungen, welche algebraische Integrale besitzen, ab und 
bahnte damit den Weg zu einer Erweiterung auf das Gebiet der hyper- 
elliptischen Funktionen. 

Wir hatten vorausgesetzt, dass die Differentialgleichung 
1) 0+l>^ 2 *-ä]# = O 

ein eindeutiges Integral besitze; dann, sahen wir, existiert sicher ein 
Integral <p(#) von der Art, dass 

<p(a? -h 2 JBQ = n<p(#), <p(# + 2 J5Pi) = y/<p(#). 

Daraus ergiebt sich 

^-log <p(* + 2 JS0==-^- log <p(a?) 
log <?(x+2K'i) = -T- log <p(:r). 



dx ° TV ' dx 

Folglich ist u = -j- log <p (x) eine doppelt-periodische Funktion erster 
Art. Durch Integration erhält man 

Wir suchen nun die Differentialgleichung, welcher die Funktion u = , . 
genügen muss, indem wir in 1) die Substitution machen: 

2) fß^efi«*.. 



Es wird dann 



dy d 2 y 2 du 

dar-«* s?-»**»* 
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Dadurch geht die Gleichung 1) über in 

**' + y ~dx + ^ Sn * X — Ä 3 ^ = ° 
oder 

du 

3) ^ + u* + asn*x - h = 0. 

Diese Differentialgleichung muss also, wenn 1) ein eindeutiges 
Integral besitzt, durch eine elliptische Funktion integrierbar sein, das 

heisst, nach dem Liouville'schen Theorem, durch eine rationale Funktion 

d 

von sn*x und -r-sn 2 x. Setzt man nun: 

dx 

dz /^r-T-r du du 



wobei Ä(^) = (l — # 2 )(1 — # 2 # 2 ) bedeutet, in die Differentialgleichung 3) v 
ein, dann muss die daraus hervorgehende Differentialgleichung 

4) ^|/5ÖÖ + w 2 -h^ 2 -Ä = 

ein Integral haben von der Form 



««vW + tWpW. 

wobei y(z) eine gerade und ty(z) eine ungerade rationale Funktion von 
z ist. Es ist dann 

du_dy dty -— 1 <K*)#(*) 
dz~~ dz'* dz V ÄW + 2 y^j ' 

und Gleichung 4) geht über in 



5) 



4- 2q>(*)«K*) |/SCÖ + a** — h = 0. 



Diese Gleichung zerfallt aber, da 9(0), <K*)> j un( * 3j rationale 
Funktionen sind, in folgende zwei Gleichungen 

6) g + 2? (*)<K*)=0, 

d<l> 1 
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Gleichung 6) giebt nun integriert 

log<p(*) = — 2 U(*)ifc + const, <p (*) = Cfe-?/* w * 
Damit <p(#) rational wird, muss 



* 



2U(*)<te = logG(*) 



sein, wo auch 6r(#) rational ist. Folglich 

1 G\s) 

8) 
Es hat mithin w die Form 



* W "2ö(i) 



Hieraus ergiebt sich 

oder endlich 

i c/^ — --= 

qn rar N - 'ö(.)|/Ä(«) 

9) y=G*(z)e 

Durch die in 8) gefundenen Formen von <p(#) und «{'CO g eü * 
Gleichung 7) in folgende über 

welche geordnet lautet 

10) 2 RGG"- BG' 2 + KGG' 4- 4 C 2 4- 4(a* 2 - //) G 2 = 0. 

Eine Differentiation nach *, wobei wir uns die verständlichen Ab- 
kürzungen weiter gestatten, ergiebt 

2RGG"+ UiG'Q"+ 2BGG'"— KG'*—2BG'G"-h K'GG'+ KG' 2 

+ R'GG"+ ZazG 2 4- S(ae 2 - Ä) GG'= 

oder endlich geordnet 

1 1) JM3'"+ 1 #£"4- [^ 22" 4- 4 (as 2 — Ä)l #'4- 4a*G = 0. 
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Die Gleichungen 9) und 11) sind dieselben, wie die, auf welche 
Herr Fuchs die Integration seiner noch allgemeineren Klasse vou 
Differentialgleichungen zurückführt. Die Existenz eines eindeutigen Inte- 
grales der Differentialgleichung 1) erfordert also, dass 11) durch eine 

rationale, ja sogar durch eine ganze Funktion G(z) integrierbar sei. 

i dz 
Denn mit ff (#) würde zugleich y unendlich gross werden, da \ -== 

endlich bliebe. Dies kann aber, nach der allgemeinen Theorie der 
linearen Differentialgleichungen, nur dann geschehen, wenu z = snx 
unendlich wird, wie aus 1) hervorgeht. 

Da ferner <p(#) eine gerade Funktion sein muss, so muss der 
Differentialgleichung 11) eine grade Funktion: 

G(z)=c 4- c x z* H h cj?* 

genügen. Denken wir uns diese in 11) eingesetzt, so ergiebt der 
Koefficient der höchsten, 2w-+-l ten Potenz von z folgende Gleichung 

{fc 2 2w (2w — 1) (2w — 2) 4- -|- .4fc 2 . 2w(2w — 1) 4- -^ 12Ä 3 . 2w 

-h4a-2w + 4a|c n = 

oder geordnet 

a = — n(n-{- 1)ä 3 . 

Unsere Bedingungen haben somit zu der bekannten Form der Lame'schen 
Differentialgleichung geführt. 

cPy 

12) ^ 2 — [n(n+l)k 2 sn*x+h]y = 0. 

Wir haben nun nachzuweisen, dass diese Gleichung wirklich ein doppelt- 
periodisches Integral besitzt, oder was dasselbe ist, dass Gleichung 11) 
durch eine Funktion 

ff W = c + c^ a H h cj?* 

befriedigt wird. Zu diesem Zwecke tragen wir G(z) in Gleichung 11) 
ein und setzen den Koefficienten von # 2 ' —1 gleich Null. Wir erhalten 
nach kurzer Rechnung: 

13) (/+ 1)7(2/+ l) CH _ t — 2Z{//-h(H-&2)p} C/ 
+ Ä 2 (/ + «)0-«-l)(^-l) c,_, = 0. 
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Nach dieser Formel lässt sich <%, c 3 , . . . , c n durch c und c t aus- 
drücken. Wird Z=m, dann erhält man c n+1 = a c -f- a^; wird Z = w+1, 
dann ergiebt sich c n+2 = ßc n+r Verfügt man nun so, dass 

<*o c o + a i c i = °> 

dann ist von selbst c n+1 = c w+2 == * * * == » a ^ ß0 lässt s * cn ®CO ans 
11) wirklich berechnen und liefert ein doppelt-periodisches Integral 



i G J~-7-, 



rät \ G & |/*« 

Die Konstante C bestimmt sich aus 10), wenn für eine Wurzel 
b x der Gleichung £(#) = () gesetzt wird: 

1 



14) C= T e x ff'(&Jj/W, * x = ±l. 

Für eine bestimmte Wurzel b x kann e x beliebig fixiert werden, 
dann ist es aber für jede andere bestimmt, z. B. ist für # = — b x 

e x = - e -x- 

Wenn G(z) ungleiche und auch von den Wurzeln von B(z) = 
verschiedene Wurzeln hat, dann ist C von Null verschieden und kann 
zwei entgegengesetzte Werte annehmen, welche aus 9) das Fundamental- 
system von Integralen liefern: 



15) 



4- \r *x 0'(M LAR(M- / „ d *^ = 

y 1== G\z).e 2 * x V K%}J mV*V> 

1 1 ~„. v ■ ,-^-x /* <** 



G'(& x ) l/Wx)-/" 



An dieser Stelle wollen wir eine Bemerkung üb er Differentialgleichungen 
dritter Ordnung einschalten. Transformiert man die Differentialgleichung 

durch die Substitution snx = z, so erhält man 

d*y d 3 y^.. —— 3 dhj _,. . ,— — 1 cfy 



äS-^ÄW^W + Tää^W^W + TA*"«^^ 



- IV - 

Die obige Differentialgleichung geht somit, wenn man den allen 
Gliedern gemeinsamen Faktor j/jR(£) fortlässt, über in 



M de*^ 2 M dz* 



i- £" + ^2 + jjj §+2B*y = 0, 



2 

eine Gleichung, welche für A=2B= — 4:k 2 n(n-t- 1) mit der Gleichung 11) 
identisch ist. So sehen wir, dass die genannte Differentialgleichung 
dritter Ordnung eine ganze Funktion 2w ten Grades von z oder eine 
elliptische Funktion 2w ter Ordnung von x als Integral besitzt. Die Be- 
dingung für A und B fällt, wie es ja sein muss, unter die allgemeine 
Bedingungsgleichung dafür, dass obige Differentialgleichung überhaupt 
ein eindeutiges Integral besitzt. Diese lautet, wenn y an der Stelle 
x = K'i von der Ordnung m unendlich wird 

mA + 2B = — k 2 m(m + l)(w + 2), 

wie man sofort aus der Differentialgleichung selbst durch eine Reihen- 
entwickelung in der Umgebung von x = K'i ersieht. 

An die Gleichungen 15) wieder anknüpfend erübrigt es uns noch, 
durch die Substitution z = snx dieses Fundamentalsystem als doppelt- 
periodische Funktionen zweiter Art von x darzustellen. Dazu gelangt 
man nach der Methode des Herrn Hermite auf folgendem Wege: 

Die Jacobi'sche Funktion 

1 9 K' 

T TZX T OTZX ~ % ~K 

H(ic) = 2g* sin^— 2^ sin-g-^H , q = e 

hat die Eigenschaft 

R(x + 2 K) = — H(#), E(x + 2 K'i) = - «~ * * ' . HC*). 

B!(x) 
Für L(x)=r77\ besteht somit 
v ' H(#) 

L(x + 2K) = L(x); L(x + 2K'i) = L(x) —^ 

Es sei F(x) eine elliptische Funktion mit den Perioden 2K und 
2 K'i, dann gilt für f(z) = F(z)L(x - *) 

16) f^ + 2K) = f(z)) f(z + 2K'i) = f(z)+gF(z). 

Bildet man ö—. I /*(#) d£ längs eines Periodenparallelogramms 

p . . . p -+- 2 K . . . ?) 4- 2JT 4- 2 JTi ...pH- 2K'i . . . j?, 

2 



— 18 — 

dann heben sich gemäss 16) das zweite und vierte Teilintegral auf, 
während die anderen sich vereinigen zu 

P+2K 



1 [ ici ,,, v _ 

äaj-^w*. 

p 



1 f 
Es ist also är--\f{js)dg von x unabhängig. Andrerseits ist dieses 

Integral gleich der Summe der Residuen von f(z) für die Unendlichkeits- 
punkte innerhalb des Periodenparallelogramms. Diese wollen wir jetzt 
ermitteln. L(x — z) wird nur für z = x unendlich, und zwar ist 

Be8/-(*) = - F(x). 

Es sei ferner für einen Pol a von F(x) 

A Ao i S^ — WA 

.L(x— e) = L(x — a)~ L'(x— «)(* — a) + ^Z"(a—a)(*--a)» 

Dann ist 

Res/X*) = A t L(x — a) -+■ A 2 L'(x — a) H 4- A^^fx — a). 

Sonach erhält man 

d W(x — a) 



18) ,««0+2^1^ + 4 



+ 



2 dx H(# — a) 
/- 1 H'Qc-a) ] 



+ 



Mit Hülfe dieser Zerlegung berechnen wir den Exponenten 

dz 



ie x e'(6,)j/Ä(6.)j 



öOOjAßöö 



Es sei 



ö(*)=II(' 2 -0> 



X=l 



dann ist 



-■-„'S— (— ' LA 



- 19 - 

Führen wir ein z = snx, b x = swß x , dann hat die elliptische Funktion 

1 1 

snx — sn$ x snx -+- snß x 

in ihrem Periodenparallelogramm 2K, 2K'i die Pole # = ß x und 
x = — ß x , und zwar ist 

snx = swß x -+- cwß x dfnß x (# — ß x ) -f- • • . 
snx = — s«ß x -f- cn$ x dn$ x (x -*- ß x ) + • • • 



folglich 



danach ist 



snx — 5wß x cn$ x dn$ x x — ß x + ™ ^ ^ 
sw# + swß x == cnß x d»ß x a;-hß x + ^* + ^' 



1 ^T 1 rH'Or — ß x ) H'(#-f-ß x )1 

KS5) = ° + ^ G'(& x )™ßx ^ßx LH(a? - ßj ~~ H(s + ß x ) I 



folglich, da ]fB{b % ) = c»ß x dnß x ist : 

<?(«»*) Cl + J{ 2 Lh(* - ß x ) H(« + ß x ) J" 

• 

Hieraus bestimmt sich die Konstante C u indem man x = K'i also 

swa? = oo setzt: 

^s x [- H^t-ß x ) H-(JT^ + ß x ) 1 

°i - i 2 LH (JT't — ß x ) H (.ff'e -+- ß x ) J ' 

Nun ist H(s -h Ä'0 = i • e 4jr 6(0), folglich 

H'(a -f- JTQ _ ic» &(x) H'(- s -f- K'i) iri B^a?) 

HCä + JT'O"" 2Z e'(*j ; H (—* + #'*) 2ÄT B(a)' 

Danach wird 

x ^ e'(ß x ) 

Da endlich -p = j/.fl(£) ist, ergiebt sich 






und 

2* 
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V«xö'<»*)^*(6x)/-77 



x=n 6'(ßx) e x •x 

X=l ^ 

Aus 15) bleibt noch zu berechnen G 2 ($nx). 

Nun ist G(snx) eine elliptische Funktion mit den Perioden 2 IT, 
2K'i, den Nullstellen # = ±ß x , von denen jede einfach zu zählen ist, 
und der 2n fach zu zählenden Unendlichkeitstelle x = K'L Eine Punktion 
mit denselben Eigenschaften ist 

x=n 



II 

x=l 



H(*-p,).H(*+p.) 



denn, dass diese Funktion die Perioden 2K and 2K'i hat, folgt ans 



X« 



H(5 + 22T) = -H(0; E(Z + 2K'i) = -e * <5+ * .H($) 



»CO, 



- ^ (E+tf'O 
6(5 + 2JST)= 9(6); 8(6+2JST'0 =-e K 

da der Exponent jedes Zählers lautet 

-# (* - ßx + *'•' + * + ßx + *'Ö = — ^ (* -h JTO, 

sich also gegen den des Nenners aufhebt. 

Der Quotient jener beiden elliptischen Punktionen wird also in einem 
Periodenparallelogramm, folglich in der ganzen Ebene, weder Null noch 
unendlich, muss demnach konstant sein. Wir erhalten, da die Konstante 
nicht in Betracht kommt 

x=n ^ ^ 

1 IlH 2 (x-ß x )H 2 (x + ß x ) 
20) G 2 (snx) = ^=i 

und schliesslich, da sich nach 15) y 2 2 von Vi nur durch das Vorzeichen 
von e unterscheidet, das Resultat: 



21) 



Vi = 



x=n 

II 

x=i 



1-e, 



1+e, 



e # (ß x ) „ 

•^"•Hfr + ß,) 2 H(*-ß x ) 2 



6(a?) w 



#2 



x=m 

IL 

x=l 



— e. 



e(ßx) 



1+e, 



1-e, 



H(s + ß x ) 2 H(*-ß x ) 2 
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Die Form dieser Integrale hätten wir auch a priori erkennen können, 
denn sie ist allen doppelt-periodischen Funktionen zweiter Art gemein- 
sam. Es sei nämlich y eine Funktion dieser Art, dann ist u== ~r~ i 
als elliptische Funktion, darstellbar in der Form 

1 <*J |_ H(a? — a) 'eteH(a? — a) tb H(* — a )J 

durch Integration erhält man 

f, _ vT, vA, x . H'(»— «) , ^ , H'(»-a)1 

j«^ - d* +2 [log H^-^+^g^^ +... +A (fo ,x-2H(>-a) ] 

also wird 

Da nun # keine wesentlich singulären Stellen besitzt, so muss der 
Exponent des letzten Faktors verschwinden. Da es ferner eine eindeutige 
Funktion ist, so müssen alle A x ganze Zahlen sein (deren Summe Null 
ist). Da y endlich nur an der Stelle x = K'i unendlich werden soll, so 
muss es die Form haben 



n 

y = e c * x .^ 



K(x— OL) 



S(x) m 

Bei den aus den Gleichungen 6) und 7) gezogenen Schlüssen haben 
wir stillschweigend die Voraussetzung gemacht, dass <p(#) und ty(z) von 
Null verschiedene rationale Funktionen von z sind. Wäre nun <|> = 0, 

so würde folgen -j- = 0, <p = u = const., a = und y = e conat *. Von 

diesem Falle können wir also absehen. Ist dagegen 

9 = 0, 

so wollen wir auch hier wiederum beweisen, dass, unter Voraussetzung 
der Existenz eines eindeutigen Integrals, a = — n(n-{- l)k 2 sein muss. 
Wir erhalten nämlich w=<K*)/ß(s) und aus 2) y = efi (z)dz oder 
y = e®Wf(z), wo sjj^) e j ne ra tionale Funktion von z ist und f(z) die 

v 

Form hat II (0 — & x ) x . Stellen wir nun die Differentialgleichung auf, 

X 

welche y mit z verbindet, so lautet dieselbe 

B w 3? + 1 ^w Sf + («* 2 - *>* - °- 
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Diese Differentialgleichung gehört zur Fnchs'schen Klasse; ihre 
Integrale y haben also keine wesentlichen Singularitäten. Daher mnss 
zunächst 9t(*) = const. sein, also y = U(e — b x ) x . Die einzigen sin- 

gnlären Punkte ferner sind die Wurzeln von i2(*) = 0, und da für 
irgend eine derselben a die Entwicklungskoefficienten 

r i k w\ _ i ras* -h i __ 
[2 u(f) J ( _ arl - r L uw J (Mr 2 - ü ' 

so lautet die zugehörige determinierende Fundamentalgleichung 

mit den Wurzeln ^ = 0, r 2 = z -^- Folglich sind die Grössen v ganze 
Zahlen, ausser wenn b x eine Wurzel der Gleichung R(z) = ist, wofür 

v auch den Wert „ haben kann. Wir können demnach y in die Form 
setzen y=G 2 (ß), wo G(e) eine ganze Funktion von z ist. Dann ist 



, dlogy^lg'OQ 
Y ~ Ar ~2 £(*)' 



ty(e) hat also wiederum die in 8) angegebene Form; es folgt mithin, 
dass 6r(#) der Differentialgleichung 11) genügt und dass a = — k 2 n(n-\-l). 
Man erhält diesen specicllen Fall aus unserem allgemeinen, indem man 
die in 8), 9) und 14) auftretende Konstante C=0 setzt. Es ergiebt 
sich also hier nur ein doppelt-periodisches Integral und zwar erster Art 
y u welches eine der vier Formen hat 

gi(snx); g2(snx)cnx; g z (snx)dnx; gt(snx)cnxdnx, 

wo die g ganze Funktionen sind. 

Dies sind die besonders von Heine untersuchten Lame'schen Funk- 
tionen erster Art. 

Das zweite Integral des Fundamentalsystems, die Lamö'sche Funktion 
zweiter Art, wird geliefert durch die bekannte Formel 

Ohne auf diese speciellen Funktionen näher einzugehen, will ich 
nur noch zeigen, dass auch y 2 eine eindeutige Funktion von x ist 



y2 = 0ijp- 



- n - 

Setzen wir nämlich in den Formeln 17) und 18) für F(x) ein — -j, so 

1 yi 

werden die Grössen A x alle gleich Null. Denn — wird nur dann unend- 
lich, wenn y x verschwindet. Es sei ß eine Nullstelle von y x und 



Dann ist 



01 = <l(0-ß)H-C3(tf--ß)3 + 

1 1 1 



*» ^-ß) a 1+ E 1 3 (as _ ß)2 + 



oder 



1 2c s 

5~ -r • • • • 



ft» ^«(a -ß)* Cl 3 

Bei der Integration fallen somit die mehrdeutigen Integrale dritter 
Art heraus, und es bleiben nur eindeutige Punktionen von x übrig. 



m. 

Die Picard'sche Differentialgleichung 

d 2 y k 2 snxcnx dy 

dx 2 dnx dx * ? 

zu welcher wir nunmehr übergehen wollen, wurde zuerst für den Fall 
n = 3 und a = 2(H-fc' 2 ) von Gylden integriert C. ß. t. 88. Herr 
Picard zeigte sodann, jedoch ohne nähere Ausführung, C. R. t. 89, dass 
obige allgemeinere Differentialgleichung für gerade n durch zwei doppelt- 
periodische Functionen zweiter Art integrierbar sei und gab an, dass 
für ungerade w, unter der Voraussetzung, dass a einer Gleichung vom 

Grade — 5 — genügt, zwei elliptische Funktionen die Gleichung be- 
friedigen. Später hat Herr Sparre in den Acta mathematica 3 eine 
allgemeinere Differentialgleichung untersucht, welche die Picard'sche für 
gerade n als speciellen Fall enthält. Endlich wollen wir noch erwähnen, 
dass in jüngster Zeit Herr M. Krause eine neue, vollständige Behandlung 
der gedachten Gleichung in den Nachrichten der kgl. sächs. Ges. d. 
Wissenschaften zu Leipzig veröffentlicht hat 

Um unsere bisherigen Formeln anwenden zu können, betrachten 
wir die der Picard'schen analoge Differentialgleichung 

. eJfy cnxdnx dy 

' dx 2 snx dx * 



— 24 



Da unsere Untersuchungen der Lame'schen Differentialgleichung sich 
auf diese Gleichung fast wörtlich übertragen lassen, so begnügen wir 
uns, wo das Verständnis nicht darunter leidet, mit kurzen Angaben 
Die Substitution 

2) y = ef udx 

fuhrt Gleichung 1) über in 



3) 



du m cnx-dnx 

-\r u 9 — n — — u -+- a = 0; 



dx snx 

setzt man snx = z, so erhält man 

du 



4) -£ ^W^)-¥u^—n^—u -h a = 0. 



z 



Ferner ergiebt u = <p (z) -f- ty (z) ^B(z) 



5) 



dy 



d<\> 






und zwar muss, falls 1) ein eindeutiges Integral besitzt, genau so wie 
oben, <p (z) eine gerade, <|> (z) eine ungerade rationale Funktion von z sein. 
Aus 5) erhalten wir 



C) 



* ■ 2*M +«-7*00-0. 



d# 



1 



äW 



7) b oo f z + aw+%0 + -g-irwt W + ?W - * -^ ♦« + « « o. 

Gleichung 6) giebt integriert 

^i / n o i / x dlog# 

oder • * (*)« C**e -*./*«* 

Damit cp(#) rational wird, muss 



i 



2\<\>(e)de = logG(z) 

sein, wo auch G(e) rational ist, folglich 

1 &{z) 

(V 



8) 



*(*) = 



OW 
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Es folgt 



0»" , 1 <?'(*) ^^ 



und 



1 "/; 



»»rf» 



9) y=G\*)e ÖW,/m 

Aus 7) erhalten wir 
10) 2BGG"— EG' 2 + JS'GG'.-l- 4C 2 * 2 *-- 2» ~ ö£'-f- 4aG 2 = 0. 

Multiplicieren wir mit £ 2 , differenzieren und eliminieren wir aus 10) 
und der neuen Gleichung die Grösse # 2 , so erhalten wir 

11) z*R G'"-f--|- |> 2 i?'— 2rc*#| <?"+ 

1"-^-*».«"— 2nsR+n(2n + 1) 2? + 4<x* 2 1 (?'— 4n<tzG = 0. 

Das Integral dieser Gleichung, 6r(#), welches wir suchen, muss eine 
ganze rationale Funktion sein. Denn mit G(z) würde zugleich y unendlich 
werden. Der einzige singulare Punkt der Differentialgleichung 1) ist 
aber, ausser x = K'i oder z = qo , der Punkt x = 0, und die zugehörige 
determinierende Fundamentalgleichung: r(r — 1) — nr = hat nur 
positive Wurzeln. Diese ganze Funktion G(z) muss nun, da <p(#) not- 
wendig eine gerade Funktion ist, für gerade n ebenfalls gerade, für 
ungerade n ungerade sein. 

Betrachten wir zunächst den ersteren Fall und setzen 

» = 2v; 
wir können dann 

G(z) = c -+- w* H h c^ 1 H 

in Gleichung 11) einsetzen und erhalten als Koefficienten von ; 2;+1 

12) ^+l)(/-2v)(2/ — 2v+l)c H . 1 4-(2/-2v){a-(l4-Ä 2 )Z(/-2v)}c / 

-+- **(* ~ 1) (J ~ 2v) (21 — 2v — l)c M = 0. 

Aus dieser Recursionsformel ergiebt sich für 1 = c t durch c aus- 
gedrückt; für Z=l, 2, ..., 2v — 2 erhalten wir c 2 , c 3 , ..., c 2v __ t als 
Funktionen von c x ; l = 2v ergiebt c 8v = , woraus für Z = 2v — • 1 eine 
weitere Bestimmung von c^^ t durch c l9 das heisst eine Gleichung für 
<x zu folgen scheint. Dies ist jedoch nicht der Fall, da die Determinante 
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des Gleichuogssystems für J=l, 2, ..., 2v — 1 identisch verschwindet. 
Um dies einzusehen, bezeichnen wir mit 7^ , e = < 0, den Koeffi- 
cienten von c l+t in der Z 4 « 11 Gleichung, dann lautet die Determinante 



0, 0, t£, 7 J 
0, TT,, ll T? 



T^" 4 •Y 2V "" 4 

u ' u > <2v— 3? '2v— 4 

O v 2v ~ 3 -v 2v ~ 3 v 2 * -3 

v » l2v— 2' «2v— 3' i2v— 4 

2v— 2 2v— 2 2v— 2 

I2v— 11 l2v— 2' *2v— 3' 



2v-l 2v-l q 

•2v— 1 ' *2v— 2 ' v » 









Bilden wir die mit einander korrespondierenden Elemente ?J +e und 
1?^~J~ e , indem wir die Recursionsformel 12) für 2v — l — e anstatt für l 
aufstellen. Dieselbe lautet: 

(2v — l — e + 1) (— Z — e) (2v — 2Z — 2e + l)c 2v _,_ e+1 

+ ( 2 v — 21 - 2e) { a - (1 -f- ifc 2 ) (2v - l - e) (— l - e)} c 2v _,_ e 

-t- fc 2 (2v — Z — e — 1) (— l— e) (2v — 2? — 2e — l)^^.,^ = 0. 

Durch den Vergleich mit 12) geht hervor, dass für alle drei Werte 
von e 



f/+e 



2v-J-e 
»2v— / ' 



Die Determinante ist mithin eine überschlagene und, da ihre Ordnung 
ungerade ist, gleich Null. Wir erhalten also e u c 2 , . . ., c 2v _ 1 durch c 
ausgedrückt; c 2v = 0; setzen wir das willkürlicke c 2v+1 auch der Null 
gleich, so haben wir das gesuchte Integral G(z) von 11) als ganze 
Punktion vom Grade 4v — 2 ermittelt und erhalten als Integral von 1): 

Ist b x eine Wurzel von 6r(#) = 0, so bestimmt sich die Konstante 
C aus 10) als 



13) 



1 G'(b T ) i/B(bJ 
g =K I . «,-±1,8.1 16. 
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Um y als Funktion von x darzustellen, machen wir folgende, den 
früheren völlig analogen, Entwickelungen. Es sei 

x=2v— 1 



<?(*)= n (* a -o> 



dann ist 



& 



2v 



x=2v— 1 j.2v 



<?oo 



£ t GXbjL-b x e + bj 



folglich, wenn b x = snß x gesetzt wird 



snx 



2v 



x=2v— 1 



& 



G(snx) °~ h ^ G'(b x )cnüdnü 



x=l 



H'(*-ßJ R'(x + ß x ) 

H(a; + ßJ 



r ata! — p,j 

Lh(*-p x ) 



] 



und 



C 



snx 



2v 



6r(s«#) 
Für # = K'i folgt 



-°i + £ 2|.H(*-ß x ) 



e x r H'(* - p.) ff^-hß.) 

H(* + ß. 






x=2v— 1 



4= 2 



em) 



* X0 (Px) 



und schliesslich wie oben 



14) 



t=2v-l g(ß x ) 

e(P x ) 



n. s 



1-e, 



l+«, 



2/i = 



x=l 



H(* + ß x ) 



2 



H(* - ßj 



e(*> 



2v— 1 



ö'(ßx) 



x=2v— 1 -vKx- 



1+e, 



l-e, 



#2 = 



II 

x=l 



*e(M 



H(a: + ß x ) 



H(*-ß x ) 



8(*> 



2v-l 



Für specielle Werte der Konstanten a kann es, entsprechend dem 
Falle der Lame'schen Funktionen, auch hier vorkommen, dass nur ein 
doppelt-periodisches Integral existiert; nämlich für solche a, welche be- 
wirken, dass G(#) gleiche oder mit B(#) = gemeinsame Wurzeln hat. 
Dann ist nach Gleichung 13) C=0 und 



yi = <?0O 2 
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snx 



also eine elliptische Funktion. Das zweite Integral ist ebenfalls ein- 

Ce j^* cnxdnx 

deutig, denn bilden wir y t =yA j— dx, wo p= — 2v — _^ ist, so 

J Vi " 

ergiebt sich 



Es sei nun für eine Nullstelle ß von y x 



V\ = 



*y\ 



dx 



ß 



(*-» 



J. I 
2 



<*Vi 



ds 2 



ß 



(*-ß) 3 -f- 



Dann ist 






1 



= {mf+ 2vsn^~ 1 cn$ dnß (x — ß) H } { <ty. 



<*Vi 



da? 3 



dx 



(*-ß) 



^i 



Der Koefficient von 



de 
1 



1 



s — ß 



+ 




— 2v 



cnß^nß 
swß 



de 



ß 



= 0. 



Die Integration liefert also nur eindeutige Funktionen. 

Wenden wir uns nun zu dem zweiten Fall der Picard'schen 

Gleichung 

n==2v+ 1, 

so muss Q{z) — siehe p. 25 — eine ungerade Funktion sein. Es sei 
X ihr Grad, dann ergiebt der Koefficient der höchsten, 2X + 2 ten Potenz 
in 10) 2fc 2 X(X-l) -fc 2 X 2 -+-4Ä; 2 X — (4v + 2) fc 2 X = oder X = 4v. 
Dieser scheinbare Widerspruch lässt nur die eine Lösung zu, dass in 
8) C = ist. Es folgt y=*eJ*t d% und, in ganz ähnlicher Weise wie 

1 C(z\ 
p. 21—22: y=Gr 2 (e), ty = -^ Q/aV W0 ^^ e * ne ^ UZQl rat i° nale > & e " 

rade Funktion vom Grade 4v ist, welche den Differentialgleichungen 10) und 
11) genügt. Aus 10) folgt, dass Q(ß) eine der beiden Formen hat g\z) 
oder B(e) Ä 2 (*), wo g und h ganze, gerade Funktionen von den Graden 2v 
beziehungsweise 2v — 2 sind, y ist dann gleich g(js) oder h{e)^R(e), 
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Es ist nun am zweckmäßigsten , direkt zu untersuchen, ob solche 
Funktionen der ursprünglichen Differentialgleichung genügen. Nach z 
transformiert lautet dieselbe 

15) B(ß) % + [i JK\ü - (* + 1) 2Ö2] jfe + „ - o. 

Setzen wir hierin ein 

V\ = c -h c^ 2 H h c t f? l -\ , 

so erhalten wir zur Berechnung der c aus dem Koefficienten der 2X ten 
Potenz von z die Kecursionsformel : 

16) (2X -h 2) (2X — 2v)^ +1 + {a — (1-+- £ 2 )2X(2X — 2v — 1)} c x 

-h * 3 (2X — 2) (2X — 2v — 2)c x-1 = 0. 

Diese liefert für X = c t durch c , für X = 1, 2, • • •, v — 1 c 2 , c %-> * ••» £ v 
durch c x . Für X = v ergiebt eine zweite Bestimmung von c v eine 
Gleichung für a, da die Determinante des Systems (X = 1, 2, • • •, v) ver- 
schwinden muss. X = v -h 1 giebt c v+3 ausgedrückt durch c . Setzt 
man also c v+1 = 0, dann werden alle weiteren c = 0, und wir erhalten 
in der That eine ganze Funktion g(z). 
Versuchen wir, ob auch 

Vi = jAßÖÖK + <*i* 2 H h <V*N ) 

der Differentialgleichung 15) genügen kann, so erhalten wir aus dem 
Koefficienten von z 2 * die Formel 

17) (2fi + 2) (2jx - 2v)d JX+1 +{a - (1 + #») (2^ + 1) (2|i - 2v)}^ 

-h fc 2 • 2fi(2fi. — 2v) ^ = 0. 

Dieselbe liefert für fx = 0, 1, 2, ..., v — 2 d^d^, tf 3 , ...,d v __ 1 durch d ; für 
ja = v wird d v =0, |x = v — 1 giebt also eine zweite Bestimmung von 
ri v -i> das neisst eine Gleichung für a. Da, für ji.= v -4- 1, d v+2 sich 
durch d v+1 ausdrückt, so ergiebt df v+1 = gesetzt als Integral eine 
Funktion Ä (*) j/jß(*). 

Die beiden Bedingungsgleichungen, welchen a genügen muss, sind 
nun identisch, was wir auf folgende Weise erkennen. Führen wir wieder 
ein das Zeichen 7^ +t für den Koefficienten von c^ +t in der Formel 16) 
und analog ö£. , dann lautet die erste Gleichung 
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• ij.ii 




• • • • 


2 2 2 
T3? T2» 7i 




?»> Tv— 1 




und die zweite 








• • a • 


• «;, sj 




• • • • 


8j, 8j, Sj 




**— 1 s>v— 1 


• • • • 


Nun ist aber — cf. p. 26 — 


leicht zu i 




X 

Kx+t = 


*x— X— e 

= V-X » 



= 



= 0. 



mithin die beiden Gleichungen identisch sind. Genügt demnach a dieser 
Gleichung v ten Grades, so existieren zwei Integrale, welche beide elliptische 
Funktionen sind. 



•*^P?«*- 
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